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محمود نصیری

در بخـش قبلـی دایـره را تعریـف کردیـم. همچنیـن با 
شـعاع، درون و برون دایره آشـنا شدیم و ثابت کردیم که 
درون و روی دایره مجموعه‌ای محدب اسـت. اکنون این 
قسـمت را بـا تعریف‌های دیگری در دایـره و ویژگی‌هایی 

از آن‌ ادامـه می‌دهیم.

وتر و قطر دایره
اگـر هـر دو نقطۀ دلخواهـی را روی دایـره انتخاب و به هم 
متصل کنیم، پاره‌خطی را که رسـم می‌شـود یک وتر دایره 

می‌نامند؛ مانند وتر CD در شـکل ۱.

D

O
A

C

B

شکل ۱

تعریف: هـر پاره‌خطی را که دو انتهای آن دو نقطۀ متمایز 
دایـره باشـد، یـک وتـر دایـره می‌نامنـد. C و D دو نقطۀ 
C(O,R) هسـتند و پاره‌خـط CD یک وتر  متمایـز دایرۀ 

دایره است.
وتری را که شـامل مرکز دایره باشد، قطره دایره می‌نامیم 
 .AB R=2 AB یک قطر دایره است و  که اندازۀ آن 2R است. 
AB یک  مانند شعاع، قطر نیز به دو معنی به کار می‌رود. 

AB قطر دایره است. R=2 قطر دایره است و 
دو یـا چند دایـره را کـه دارای یک مرکز باشـند، دایره‌های 

هم‌مرکـز می‌نامند.

هم‌نهشتی دو دایره
همان‌گونـه کـه دو مثلث هم‌نهشـت را تعریـف کردیم، 

می‌توانیـم دو دایـرۀ هم‌نهشـت را نیز تعریـف کنیم.
قباًل تعریفی کلی از هم‌نهشـتی به کمـک تبدیل‌ها بیان 

کردیم. آن را یـادآوری می‌کنیم:

 مفهوم‌های هندسی
دایـــرهو حل مسئلـه
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دو شکل F و E را هم‌نهشت گوییم، هرگاه یک 
تبدیل طولپـای T )بازتاب یـا دوران یا انتقال( 
 .T(F)=E :وجود داشـته باشـد، به‌طوری‌کـه
یعنـی تبدیل‌یافتـۀ یکـی تحت یـک بازتاب یا 
دوران یـا انتقـال یـا حتـی ترکیبـی از آن‌ها بر 

دیگری منطبق شـود.

O

A A´

O´  

شکل ۲

O O´

m
شکل 3

وقتی شعاع‌های دو دایره برابر باشند، همواره 
با یک انتقال به اندازۀ بردار ′OO می‌توان یکی 
را بر دیگری منطبق کرد )شـکل ۲(. همچنین 
اگـر عمودمنصـف ′OO را رسـم کنیم، یکی 
بازتاب دیگری نسـبت به آن است )شکل ۳(. 
حتی همواره با دوران‌های متفاوت می‌توانیم 
دو دایره با شـعاع‌های برابـر را بر هم منطبق 

کنیـم. در نتیجه تعریف زیر را داریم:
تعریـف: دو یا چند دایره را هم‌نهشـت گوییم 
هرگاه شـعاع‌های برابر داشـته باشند، یا یک 
شعاع از یکی با یک شعاع از دیگری هم‌نهشت 

باشند.
C C′≅  . C (O ,R )′ ′ ′ فـرض کنیـم: C(O,R) و 

′A دو  OA کـه A و  O A′ ′≅ اگـر و فقـط اگـر 
C اگر و فقط  C′≅ نقطـه روی دو دایره‌انـد، یا 

. R R′= اگر: 

خط قاطع و خط مماس بر دایره
AB وتری از یک دایره باشد، خط شامل  هرگاه 
آن را یک قاطع می‌نامیم )شکل ۴(. هرچند که 
به‌طور شهودی مشخص است هر خط و دایره 
حداکثر دو نقطۀ مشـترک دارند، می‌توان آن 

را ثابت هم کرد؛ اما از نظر آموزشی در این سطح آن را ثابت نمی‌کنیم.

Tm

A

B

شکل ۴

در اینجا با مفهوم جدیدی به نام مماس آشـنا می‌شـویم که مفهومی 
گسـترده در ریاضی اسـت. معمولًا کلمۀ قاطع و مماس بسیار به هم 
نزدیک هستند. تعریف مماس در شاخه‌های دیگر ریاضی به مفهومی 
بـه نام حد نیاز دارد، اما در هندسـه و به‌ویژه در هندسـۀ اقلیدسـی، 
مفهوم مماس را در سـطح بسـیار محـدود به کار می‌بریـم. بنابراین 
تعریفـی را بیـان می‌کنیم کـه در اینجا فقط ویژۀ دایره اسـت. هرچند 
شـاید تصور آن برای شـما که اولین بار با این مفهوم آشـنا می‌شـوید 
کمی چالش‌برانگیز باشـد، اما چون به‌طور شـهودی مشخص است، 

معمولًا مشـکل را کمتر می‌کند.
در واقـع خـط ممـاس بر دایره خطی اسـت که با دایـره فقط یک نقطۀ 
مشـترک دارد، در مقابل خط قاطع که با دایره دو نقطه مشـترک دارد. 
اجازه بدهید ابتدا تعریف را بیان کنیم. سپس با توجه به ویژگی‌هایی 

که وجود دارند، مفهوم بیشـتر آشـکار خواهد شد.
تعریـف: خـط مماس بـر دایره خطی اسـت کـه در صفحۀ دایـره قرار 
دارد و بـا آن فقـط یک نقطۀ مشـترک دارد. آن نقطۀ مشـترک را نقطۀ 

ممـاس می‌نامند.
در شـکل ۵، خـط m در نقطـۀ T ممـاس اسـت. تنها نقطۀ مشـترک 
ایـن خـط و دایره فقط نقطۀ T اسـت. هرگاه از O مرکـز دایره به نقطۀ 
OT را شـعاع نقطۀ تمـاس می‌نامند.  تمـاس یعنی T وصـل کنیم، 
امـا در اینجا ویژگی بسـیار مهمـی پدید می‌آید کـه از تعریف خود خط 

مماس کاربردی‌تر اسـت. 

T m

O
)C(

شکل 5

وقتی شـعاع نقطۀ تماس را رسـم می‌کنیم این شعاع بر خط مماس 
در نقطۀ T عمود می‌شـود. این ویژگی مهم را ثابت خواهیم کرد. ابتدا 
لازم اسـت توضیـح دهیم که هرگاه فاصلۀ مرکـز دایره تا خط m که در 
 ، OH R> صفحۀ دایره واقع اسـت از شـعاع دایره بیشتر باشد، یعنی 
آنگاه واضح اسـت که فاصلۀ مرکز دایره تا هر نقطۀ دیگر خط m مانند 
M نیز از R بیشتر است. زیرا OH بر m عمود است و برای هر نقطۀ دیگر 
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. پس بنابر تعریف نقطه‌های  OM R> M از خط m داریم: 
بـرون دایره، تمام نقطه‌هـای خط m برون دایره واقع‌اند و 

خط و دایره هیچ نقطۀ مشـترکی ندارد )شکل ۶(.

H m

O

M

شکل ۶ 

امـا اگر: OH=R نقطـۀ H روی دایره و در این حالت مماس 
بر دایره است که می‌خواهیم آن را ثابت کنیم. پس قضیۀ 

مهم زیر را داریم:
قضیـه: اگر خطی در انتهای شـعاعی از دایره که روی دایره 
اسـت، بر آن شعاع عمود باشـد، آنگاه  این خط مماس بر 
دایره اسـت. برعکـس، هر خط مماس بر دایره بر شـعاع 

نقطۀ تماس عمود اسـت.
به‌طـور خلاصـه، شـرط لازم و کافـی بـرای آنکـه خطی بر 
یـک دایـره مماس باشـد آن اسـت کـه در انتهایـی از یک 
شـعاع دایـره کـه روی دایره اسـت، بـر آن شـعاع عمود 

باشد )شـکل ۷(.
چنانچـه مشـاهده می‌کنید، قضیه دو بخـش دارد: خود 

قضیـه و عکس آن.

Hm

O

M

)C(

 شکل ۷

ابتـدا فـرض کنیم خط m در نقطۀ H بر شـعاع OH عمود 
 H هر نقطۀ دیگـری به غیر از M اگر .OH=R :باشـد، پـس
روی خـط m باشـد، بنـا بر قضیـۀ خط‌های عمـود و مایل 
. در نتیجه M برون دایرۀ C اسـت.  OM OH R> = داریم: 
بنابرایـن خط m با دایره به‌غیر از نقطۀ H، نقطۀ مشـترک 
دیگـری نمی‌تواند داشـته باشـد، پس بنا بـر تعریف خط 

ممـاس، خـط m در نقطۀ H بر دایره مماس اسـت.
اما عکـس قضیه. عکس قضیه کمی مشـکل‌تر اسـت. 
روشـی را در اثبات‌ها قبلًا بیان کردیم که به روش »برهان 
خلـف« معـروف اسـت. این روش بـه این صورت اسـت 
کـه فـرض می‌کنیم آنچـه را کـه می‌خواهیـم ثابت کنیم 
نادرسـت اسـت. سـپس به یک تناقض می‌رسیم. یعنی 

به چیزی می‌رسـیم که می‌دانیم نادرسـت اسـت. در این 
صـورت نتیجـه می‌گیریم که نادرسـت فرض‌کـردن  آنچه 
می‌خواسـتیم ثابـت کنیم نادرسـت بوده، پـس خود آن 

فرض درسـت است.

Hm
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N
شکل ۸

اکنـون می‌خواهیـم ثابـت کنیـم اگر خـط m بـر دایره در 
نقطۀ H مماس باشـد، آنگاه OH بر m عمود است. فرض 
کنیم چنین نباشد. یعنی OH در نقطۀ H بر خط m عمود 
نباشـد. پس از O عمود OM را بر m رسـم می‌کنیم )شکل 
M .)۸ پای عمود است. نقطۀ N را روی خط m چنان در نظر 
می‌گیریـم کـه HM=MN و M بین H و N باشـد. اکنون دو 
مثلـث قائم‌الزاویـه OMH و OMN هم‌نهشـت‌اند. چرا؟ 
چون: OM=OM و HM=MH. از هم‌نهشتی این دو مثلث 
نتیجه می‌شود: OH=ON و چون OH=R. پس ON=R. یعنی 
بایـد N نیـز روی دایره واقع باشـد، اما این امـکان ندارد. 
زیرا در این صورت خط m دو نقطۀ مشـترک با دایره دارد و 
بنابـر تعریـف خط مماس نمی‌تواند خط ممـاس بر دایره 
باشـد. پس فـرض خلافی کـه در نظر گرفتیـم نمی‌تواند 
درسـت باشـد. زیرا به یک نتیجۀ نادرست یا تناقض منجر 
 m می‌شـود. پس فـرض اولیۀ ما درسـت و در نتیجه خط

بر دایره مماس اسـت.
قضیـه‌ای را کـه ثابـت کردیـم از این نظر اهمیـت دارد که 
می‌توانـد کاربـردی عملـی بـرای رسـم ممـاس بـر دایره 
باشـد. برای رسـم ممـاس بر یـک دایره در نقطـۀ M روی 
دایره، شـعاع OM از دایره را رسـم و سـپس در M خطی را 
بـر OM عمود می‌کنیم. این همان خـط مماس بر دایره 
اسـت. کتاب‌های زیادی در مورد هندسـه‌های مقدماتی 
وجـود دارند که از ایـن قضیه اسـتفاده کرده‌اند و تعریف 
دیگـری از مماس بر دایـره بیان می‌کنند. ایـن تعریف به 

صورت زیر اسـت:
 m ممـاس می‌گوییم هرگاه H را در نقطۀ m تعریـف: خـط

بر شـعاع OH از دایره مماس باشـد.
این تعریف از نظر کاربرد، بسیار بهتر از تعریف قبلی است. 
زیـرا تعریفـی عملی و کاربردی اسـت و در حل مسـئله‌ها 
کاربـرد بیشـتری دارد. در واقـع روشـی عملی برای رسـم 

مماس بر دایره در یک نقطه ارائه می‌دهد.
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